
Семинар 5

Задача 1

Пусть 𝛼 ∼ Uniform[0, 1]. Найдите следующие функции:

a. Функцию плотности 𝑝𝛽(𝑥), если случайная величина 𝛽 такова, что 𝛽 = 3𝛼 − 1.
b. Функцию плотности 𝑝𝛾(𝑥), если случайная величина 𝛾 такова, что 𝛾 = − ln(𝛼).
c. Функцию плотности 𝑝𝜅(𝑥), если случайная величина 𝜅 такова, что

𝜅 = {1 + 𝛼 + 𝛼2 + … 𝛼 ∈ (0, 1)
0 𝛼 ∉ (0, 1)

d. Функцию плотности 𝑝𝜖(𝑥), если

𝜖 = {∑∞
𝑗=0(−1)𝑗𝛼𝑗 𝛼 ∈ (0, 1)

0 𝛼 ∉ (0, 1)
e. Функцию распределения 𝐹𝜌(𝑥), если случайная величина 𝜌 такова, что

𝜌 = {1 если 𝛼 иррациональное
0 если 𝛼 рациональное

Решение

Плотность 𝛼 равна 𝑝𝛼(𝑡) = 1[0,1)(𝑡).

a. 𝛽 = 3𝛼 − 1. Это линейное преобразование. 𝛼 = (𝛽 + 1)/3. Область значений 𝛽 — [−1, 2]. 𝑝𝛽(𝑥) =
𝑝𝛼(𝑥+1

3 ) ∣𝑑𝛼
𝑑𝛽 ∣ = 1 ⋅ 1

3 = 1
3 на [−1, 2]. Таким образом, 𝛽 ∼ Uniform([−1, 2]). Вообще, аффинное

преобразование равномерной случайной величины снова равномерно (на интервале, заданном
тем же аффинным преобразованием).

b. 𝛾 = − ln(𝛼), 𝛼 = 𝑒−𝛾. Область значений 𝛾 — [0, ∞). 𝑝𝛾(𝑥) = 𝑝𝛼(𝑒−𝑥) ∣𝑑𝛼
𝑑𝛾 ∣ = 1 ⋅ |−𝑒−𝑥| = 𝑒−𝑥 на

[0, ∞). То есть 𝛾 ∼ exp(1).
c. 𝜅 = 1

1−𝛼 при 𝛼 ∈ (0, 1). 𝛼 = 1 − 1/𝜅. Область значений 𝜅 — (1, ∞). 𝑝𝜅(𝑥) = 𝑝𝛼(1 − 1/𝑥)∣1/𝑥2∣ =
1/𝑥2 на (1, ∞).

d. 𝜖 = 1
1+𝛼 при 𝛼 ∈ (0, 1), 𝛼 = 1/𝜖 − 1. Область значений 𝜖 — (1/2, 1). 𝑝𝜖(𝑥) = 𝑝𝛼(1/𝑥 − 1)∣−1/𝑥2∣ =

1/𝑥2 на (1/2, 1).
e. 𝜌 = 1 п.н., поэтому 𝐹𝜌(𝑥) = 1[1,∞)(𝑥).
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Задача 2

Случайная величина 𝛼 равномерна на отрезке [−1, 3], найти плотность для −|𝛼|.

Решение

Если визуализировать графически, −|𝛼| отображает плотность в точках 𝑥 > 0 в ту же плотность в
точках −𝑥. Плотность −|𝛼| равна 1

41[−3,−1) + 1
21[−1,0). Можно также решить аналитически: для 𝑦 < 0

𝑓−|𝛼|(𝑦) = 𝑑
𝑑𝑦ℙ(−|𝛼| ≤ 𝑦) = 𝑑

𝑑𝑦ℙ(𝛼 ≥ −𝑦) + 𝑑
𝑑𝑦ℙ(𝛼 ≤ 𝑦) = 1

41[−3,−1)(𝑦) + 1
21[−1,0)(𝑦).

Задача 3

Случайная величина 𝛼 равномерна на отрезке [−1, 3], найти функцию распределения для |𝛼|
𝛼 .

Решение

Так как ℙ(𝛼 = 0) = 0, величина |𝛼|
𝛼 является знаком 𝛼. Она принимает значение −1 с вероятностью

1/4 и +1 с вероятностью 3/4. Функция распределения равна 1
41[−1,1) + 1[1,∞).

Задача 4

Случайная величина 𝛼 равномерна на отрезке [−1, 1], независимая с 𝛼 случайная величина 𝛽 — бернулли‐
евская с параметром 𝑝 = 1

3 .

a. Найти функцию распределения случайной величины 𝛼𝛽.
b. Найти функцию распределения случайной величины |𝛼|𝛽.
c. Найти функцию распределения случайной величины |2𝛼 − 1|𝛽.

Решение

a. 𝐹𝛼𝛽(𝑥) = 𝑥+1
6 1[−1,0)(𝑥) + 𝑥+5

6 1[0,1)(𝑥) + 1[1,∞)(𝑥).

b. 𝐹|𝛼|𝛽(𝑥) = 𝑥+2
3 1[0,1)(𝑥) + 1[1,∞).

c. 𝐹|2𝛼−1|𝛽(𝑥) = 4+𝑥
6 1[0,1)(𝑥) + 9+𝑥

12 1[1,3)(𝑥) + 1[3,∞)(𝑥).

Задача 5

Случайная величина 𝛼 равномерна на отрезке [0, 1], случайная величина 𝛽 независима с 𝛼.
a. Найти функцию плотности распределения случайной величины 2𝛼 − 𝛽, если 𝛽 распределена по по‐

казательному закону с параметром 1.
b. Найти функцию распределения случайной величины𝛼+𝛽, если 𝛽 дискретна и распределена по пуас‐

соновскому закону с параметром 𝜆.
c. Найти функцию распределения случайной величины 𝛼 + 2𝛽, если 𝛽 – геометрическая случайная ве‐

личина с параметром 𝑝.

2



Решение

a. Пусть 𝜉 = 2𝛼 − 𝛽. Плотность 2𝛼 равна 𝑓2𝛼(𝑥) = 1
21[0,2). Плотность −𝛽 равна 𝑓−𝛽(𝑥) = 𝑒𝑥1(−∞,0).

Плотность суммы 𝜉 является свёрткой:

𝑓𝜉(𝑦) = ∫
∞

−∞
𝑓2𝛼(𝑥)𝑓−𝛽(𝑦 − 𝑥) 𝑑𝑥 =

1(−∞,2)(𝑦)
2 ∫

2

max(0,𝑦)
𝑒𝑦−𝑥 𝑑𝑥 =

⎧{{
⎨{{⎩

𝑒𝑦(1−𝑒−2)
2 если 𝑦 < 0,

1−𝑒𝑦−2
2 если 𝑦 ∈ [0, 2),

0 если 𝑦 ≥ 2.

b. Пусть 𝜂 = 𝛼 + 𝛽, тогда

𝐹𝜂(𝑥) =
∞

∑
𝑘=0

ℙ(𝜂 ≤ 𝑥 ∣ 𝛽 = 𝑘)ℙ(𝛽 = 𝑘) =
∞

∑
𝑘=0

ℙ(𝛼 ≤ 𝑥−𝑘)𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘! =
⌊𝑥⌋−1
∑
𝑘=0

𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘! +(𝑥−⌊𝑥⌋)𝑒−𝜆𝜆⌊𝑥⌋

⌊𝑥⌋! .

c. Пусть 𝜁 = 𝛼+2𝛽.ℙ(𝛽 = 𝑘) = (1−𝑝)𝑘𝑝 при 𝑘 = 0, 1, …. Поэтому𝐹𝜁(𝑥) = ∑∞
𝑘=0 ℙ(𝛼 ≤ 𝑥−2𝑘)(1−

𝑝)𝑘𝑝. Аналогично пункту b, 𝐹𝜁 кусочно‐аффинна, интерполируя значения 𝐹2𝛽(𝑥) в чётных целых
точках 𝑥 = 2𝑘.

Задача 6$

Случайнаявеличина𝛾 распределенапопоказательному закону спараметром𝑎, случайнаявеличина 𝜃 также
распределена по показательному закону с параметром 𝑏, при этом 𝛾, 𝜃 независимы.

a. Найти функцию плотности с.в.
√𝛾.

b. Найти функцию плотности с.в. 𝛾2.

c. Найти функцию плотности с.в. 1 − 𝑒−𝑎𝛾.

d. Найти функцию плотности с.в. max(𝛾, 𝜃).

e. Найти функцию плотности с.в. min(𝛾, 𝜃).

f. Найти функцию плотности с.в. 𝛾 + 𝜃.

Решение

a. 𝐹(𝑦) = ℙ(𝛾 ≤ 𝑦2) = 1 − 𝑒−𝑎𝑦2
при 𝑦 ≥ 0. 𝑝(𝑦) = 2𝑎𝑦𝑒−𝑎𝑦2

.

b. 𝐹(𝑦) = ℙ(𝛾 ≤ √𝑦) = 1 − 𝑒−𝑎√𝑦 при 𝑦 ≥ 0. 𝑝(𝑦) = 𝑎
2√𝑦𝑒−𝑎√𝑦.

c. 𝜁 = 1 − 𝑒−𝑎𝛾 = 𝐹𝛾(𝛾). Как известно, это преобразование даёт Uniform([0, 1]) для любой непре‐
рывной случайной величины 𝛾.

d. 𝐹max(𝑥) = 𝐹𝛾(𝑥)𝐹𝜃(𝑥) = 1 − 𝑒−𝑎𝑥 − 𝑒−𝑏𝑥 + 𝑒−(𝑎+𝑏)𝑥. 𝑝max(𝑥) = 𝑎𝑒−𝑎𝑥 + 𝑏𝑒−𝑏𝑥 − (𝑎 + 𝑏)𝑒−(𝑎+𝑏)𝑥 при
𝑥 ≥ 0.

e. 𝐹min(𝑥) = 1 − (1 − 𝐹𝛾(𝑥))(1 − 𝐹𝜃(𝑥)) = 1 − 𝑒−(𝑎+𝑏)𝑥. То есть минимум подчинён показательному
распределению с параметром 𝑎 + 𝑏.
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f. Если 𝑎 ≠ 𝑏, 𝑝𝛾+𝜃(𝑦) = 𝑎𝑏
𝑏−𝑎(𝑒−𝑎𝑦 − 𝑒−𝑏𝑦). Если 𝑎 = 𝑏, 𝑝𝛾+𝜃(𝑦) = 𝑎2𝑦𝑒−𝑎𝑦.

Задача 7*$

Пусть 𝑋1, 𝑋2, … — независимые случайные величины, с одинаковым распределением exp(𝜆). Пусть 𝑌𝑛 ∶=
∑𝑛

𝑖=1 𝑋𝑖 и 𝑁𝑡 ∶= inf{𝑛 ≥ 0 ∶ 𝑌𝑛+1 > 𝑡}, 𝑡 > 0.

a. Докажите, что распределение 𝑌 имеет плотность 𝜌𝑛(𝑦) ∶= 𝑒−𝜆𝑦 𝜆𝑛𝑦𝑛−1

(𝑛−1)! 1𝑦≥0.

b. Докажите, что ℙ(𝑁𝑡 = 𝑘) = 𝑒−𝜆𝑡(𝜆𝑡)𝑘/𝑘! (это означает, что 𝑁𝑡 ∼ Poisson(𝜆𝑡)).

Решение

a. Докажем индукцией.

• Для 𝑛 = 1, 𝑌1 = 𝑋1, поэтому 𝜌1(𝑦) = 𝜆𝑒−𝜆𝑦.
• Предположим формула верна для 𝑛. 𝑌𝑛+1 = 𝑌𝑛 + 𝑋𝑛+1 — сумма независимых случайных
величин, и плотность 𝑌𝑛+1 является свёрткой их плотностей:

𝜌𝑛+1(𝑦) = ∫
𝑦

0
𝜌𝑛(𝑥)𝜌1(𝑦 − 𝑥) 𝑑𝑥 = ∫

𝑦

0
(𝑒−𝜆𝑥 𝜆𝑛𝑥𝑛−1

(𝑛 − 1)!) (𝜆𝑒−𝜆(𝑦−𝑥)) 𝑑𝑥

= 𝜆𝑛+1𝑒−𝜆𝑦

(𝑛 − 1)! ∫
𝑦

0
𝑥𝑛−1 𝑑𝑥 = 𝑒−𝜆𝑦 𝜆𝑛+1𝑦𝑛

𝑛! .

b. Заметим, что 𝜌′
𝑛+1 = −𝜆(𝜌𝑛+1 − 𝜌𝑛). Поэтому

ℙ(𝑁𝑡 = 𝑛) = ℙ(𝑁𝑡 < 𝑛 + 1) − ℙ(𝑁𝑡 < 𝑛) = ℙ(𝑌𝑛+1 > 𝑡) − ℙ(𝑌𝑛 > 𝑡)

= ∫
∞

𝑡
(𝜌𝑛+1(𝑦) − 𝜌𝑛(𝑦)) 𝑑𝑦 = − ∫

∞

𝑡

𝑑
𝑑𝑦 ( 1

𝜆𝜌𝑛+1(𝑦)) 𝑑𝑦 = 1
𝜆𝜌𝑛+1(𝑡),

что и требовалось доказать.

Задача 8$

Точка (𝑥, 𝑦) выбирается из квадрата [0, 1] × [0, 1] согласно равномерному распределению. Найдите распре‐
деление случайной величины

a. 𝑥2.
b. 𝑥/(𝑥 + 𝑦).
c. 𝑥2 + 𝑦2.
d. min(𝑥, 𝑦).
e. max(𝑥, 𝑦).

Решение

a. Положим 𝜉 ∶= 𝑥2. Тогда 𝐹𝜉(𝑧) = ℙ(𝑥2 ≤ 𝑧) = √𝑧 и 𝑓𝜉(𝑧) = 1/(2√𝑧).
b. Положим 𝜉 = 𝑥/(𝑥+𝑦). 𝜉 имеет тоже распределение, что и 1−𝜉 = 𝑦/(𝑥+𝑦). Поэтому плотность
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удовлетворяет 𝑓𝜉(𝑧) = 𝑓𝜉(1 − 𝑧). Рассмотрим 𝑧 ≤ 1/2 и заметим, что

ℙ(𝜉 ≤ 𝑧) = ℙ(𝑥 ≤ 𝑧𝑦/(1 − 𝑧)) = 𝑧/(2(1 − 𝑧)),

поскольку это площадь треугольника с высотой 1и основанием 𝑧/(1−𝑧). В частности, плотность
равна 𝑓𝜉(𝑧) = 2(1 + |2𝑧 − 1|)−2 при 𝑧 ∈ [0, 1].

c. Положим 𝜉 = 𝑥2 + 𝑦2. Для 𝑧 ∈ [0, 1]

𝐹𝜉(𝑧) = ℙ(𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑧) = площадь четверти круга радиуса
√𝑧 = 𝜋𝑧/4.

Для 𝑧 ∈ (1, 2] множество {𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑧} является объединением двух треугольников и кругового
сектора. Треугольники имеют высоту 1 и основание

√𝑧 sin(arccos 𝑧−1/2). Круговой сектор охва‐
тывает угол 𝜋/2 − 2 arccos(𝑧−1/2). Поэтому при 𝑧 ∈ (1, 2]

𝐹𝜉(𝑧) =
√

𝑧 − 1 + 𝑧(𝜋/4 − arccos 𝑧−1/2).

В частности, 𝑓𝜉(𝑧) = 𝜋
4 − arccos(𝑧−1/2)1[1,2)(𝑧).

d. Положим 𝜉 = min(𝑥, 𝑦). 𝐹𝜉(𝑧) = 1 − ℙ(min(𝑥, 𝑦) > 𝑧) = 1 − (1 − 𝑧)2 = 2𝑧 − 𝑧2 и 𝑓𝜉(𝑧) = 2(1 − 𝑧).

e. Положим 𝜉 = max(𝑥, 𝑦). 𝐹𝜉(𝑧) = 𝑧2 и 𝑓𝜉(𝑧) = 2𝑧.

Задача 9$

Пусть случайный вектор (𝛼, 𝛽) равномерно распределён в области𝒢 ∶= {|𝑥| + |𝑦| < 1}. То есть соответству‐
ющая двумерная плотность распределения

𝑓(𝛼,𝛽)(𝑥, 𝑦) = {const 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒢
0 𝑥, 𝑦 ∉ 𝒢

a. Чему равна константа в формуле?
b. Найти плотности 𝑓𝛼(𝑥), 𝑓𝛽(𝑦) распределения первой 𝛼 и второй 𝛽 координат вектора.
c. Зависимы ли 𝛼 и 𝛽?
d. Найти плотности распределения для 𝛼 + 𝛽 и для 𝛼 − 𝛽.

Решение

a. Константа равна 1/|𝒢| = 1/2.
b. Плотность 𝛼 получается как образ равномерной меры на 𝒢 при проекции на отрезок [−1, 1]. Гра‐

фическая визуализация сразу показывает 𝑓𝛼(𝑥) = 𝑓𝛽(𝑥) = (1 − |𝑥|)1[−1,1]. Можно также вычис‐
лить напрямую 𝑓𝛼(𝑥) = ∫ 𝑓𝛼,𝛽(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦.

c. Они зависимы, например, для 𝑥 ≥ 1/2 имеем ℙ(𝛼 > 𝑥, 𝛽 > 𝑥) = 0, в то время как ℙ(𝛼 > 𝑥) =
ℙ(𝛽 > 𝑥) > 0. Вообще, если (𝛼, 𝛽) распределены как в условии, они независимы тогда и только
тогда, когда 𝒢 = 𝒢1 × 𝒢2 (с точностью до множества меры нуль) и 𝛼, 𝛽 равномерны на 𝒢1, 𝒢2
соответственно.

d. Пусть𝑈 = 𝛼+𝛽,𝑉 = 𝛼−𝛽. Этопреобразованиевращенияимасштабирования.Область |𝑥|+|𝑦| <
1 переходит в область 𝒢′ = {|𝑢| < 1, |𝑣| < 1}. Якобиан преобразования из (𝑢, 𝑣) в (𝑥, 𝑦) равен
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1/2, и поэтому (𝑈, 𝑉 ) равномерно распределена на𝒢′. В частности, онинезависимыи одинаково
распределены равномерно на [−1, 1].

Задача 10$

Пусть случайный вектор (𝛼, 𝛽) равномерно распределён в верхнем полукруге 𝒢 = {𝑥2 + 𝑦2 < 1, 𝑦 > 0}. То
есть соответствующая двумерная плотность распределения

𝑓(𝛼,𝛽)(𝑥, 𝑦) = {const 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒢
0 𝑥, 𝑦 ∉ 𝒢

a. Чему равна константа в формуле?
b. Найти плотность 𝑓𝛼(𝑥) — первой 𝛼 координаты вектора.
c. Найти плотность распределения для 𝜌 = √𝛼2 + 𝛽2. Нарисовать график 𝑓𝜌(𝑡).
d. Найти плотность распределения для 𝜙 = arccos(𝛼/√𝛼2 + 𝛽2). Нарисовать график 𝑓𝜙(𝑡).
e. Зависимы ли 𝜌 и 𝜙?
f. Найти плотность распределения для 𝜉 = 𝛼/𝛽. Нарисовать график 𝑓𝜉(𝑡).
g. Найти плотность распределения для 𝜂 = 𝛼2/𝛽2. Нарисовать график 𝑓𝜂(𝑡).
h. Найти плотность распределения для 𝜃 = 𝛼2 + 𝛽2. Нарисовать график 𝑓𝜃(𝑡).

Решение

a. Константа равна 1/|𝒢| = 2/𝜋.
b. Плотность 𝛼 получается как образ равномерной меры на 𝒢 при проекции на отрезок [−1, 1]. Гра‐

фическая визуализация сразу показывает 𝑓𝛼(𝑥) = 2
𝜋

√
1 − 𝑥21[−1,1]. Можно также вычислить на‐

прямую 𝑓𝛼(𝑥) = ∫ 𝑓𝛼,𝛽(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦.
c. 𝜌 — полярный радиус. 𝐹𝜌(𝑟) = ℙ(𝜌 ≤ 𝑟) = (𝜋𝑟2/2)/(𝜋/2) = 𝑟2 при 𝑟 ∈ [0, 1]. Поэтому 𝑓𝜌(𝑟) =

2𝑟1[0,1).
d. 𝜙 — полярный угол. Он равномерно распределён на [0, 𝜋].
e. В полярных координатах совместная плотность равна 𝑓(𝑟, 𝜙) = (2/𝜋) ⋅ 𝑟. Поэтому 𝜌 и 𝜙 незави‐

симы.
f. 𝜉 = 𝛼/𝛽 = cot(𝜙). 𝐹𝜉(𝑥) = ℙ(cot𝜙 ≤ 𝑥) = ℙ(𝜙 ≥ arccot(𝑥)) = 𝜋−arccot(𝑥)

𝜋 . 𝑓𝜉(𝑥) = 1
𝜋(1+𝑥2)

(известно как распределение Коши).
g. 𝜂 = 𝜉2. 𝐹𝜂(𝑦) = ℙ(𝜉2 ≤ 𝑦) = 𝐹𝜉(√𝑦) − 𝐹𝜉(−√𝑦−). 𝑓𝜂(𝑦) = 1

𝜋√𝑦(1+𝑦)1[0,∞)(𝑦).
h. 𝜃 = 𝜌2. 𝐹𝜃(𝑡) = ℙ(𝜌2 ≤ 𝑡) = (

√
𝑡)2 = 𝑡 при 𝑡 ∈ [0, 1] (равномерное распределение).
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